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RESUME. Cet article generalise les resultats du premier auteur concernant les 
fonctions admissibles sur certaines varietes de Fano \$,J5Jl- On etudie ici une classe 
^ ■ plus large de fonctions, ces dernieres pouvant presenter un defaut de symetrie, et on 

montre V existence d'une fonction limite donnant precisement I'invariant de Tian 
sur les varietes considerees et minorant toutes les fonctions admissibles dont le sup 
est egal a zero. 

ABSTRACT. This paper generalizes the first author's preceding works concern- 
ing admissible functions on certain Fano manifolds ^, J3J/. Here, we study a larger 



t^ class of functions which can be less symmetric than the ones studied before. When 

the sup of these functions is null, we prove that they admit a lower bound, giving 
O '. precisely Tian invariant on these manifolds. 

Q 

^ ; 1 Introduction. 

eg 

Dans un travail precedent jH], le premier auteur a prouve l'existence d'une 
fonction minorant toutes les fonctions admissibles a sup egal a zero sur certains 
projectifs eclates et invariantes par un groupe d'automorphismes bien choisi. Ce 
dernier s'obtient a partir de celui de P m C et contient en particulier les automor- 
phismes echangeant deux coordonnees homogenes entre elles. Dans cet article les 
projectifs eclates considerees ne peuvent, de par leur geometrie, avoir un groupe 
d'automorphismes aussi riche. On montre alors le resultat ci-dessous expose sur 
P m C en considerant le groupe d'automorphismes adequat, nous permettant, a 
l'instar de ce qui a ete fait dans |3], d'etendre la methode aux espaces X et Y 
etudies dans 0. 

Rappelons dans un premier temps la definition des espaces, metriques, et groupes 
d'automorphismes que Ton considerera. On adoptera les notations utilisees dans 
jH]. Designons par [zq, zx, .., z m ] les coordonnees homogenes de l'espace projectif 
complexe P m C de dimension complexe m > 2. 



c3 



Munissons P m C de la metrique g ayant pour composantes, dans la carte {zq 7^ 0}, 

gxp = {m + l)d xp ln(l + x\ + .. + x m ) 

ou Xi =\ Zi | 2 et d Xii = ^^ . 

Fixons pour le reste de Particle l'entier k G {l,...,ra — 1}, et rappelons la 
definition des varietes X et F utilisees dans 0. 

X est l'eclate de P m C au dessus du sous-ensemble {[0, .., 0, Zk+i, ••, z m ]} qui 
s'identifie a l'espace P m _fc_iC; Y est l'eclate de P m C au dessus des sous-ensembles 
{[z , .., z k , 0, .., 0]} et {[0, .., 0, z k+ i, .., z m }} qui s'identifient respectivement a F k C et 

Pm-fc-lC. 

X est alors la sous variete de P m C x P fc C constitute des points 

([Zo, ••, z k , Zk+i, • •, z m \, [Co, ■-, Cfe]) G P m C x P fe C 

tels que les deux vecteurs (z Q , ..,z k ) et (Co, ••,Cfc) de C fc+1 soient colineaires. 

On considere alors les projections 7i"i et 7r 2 de X respectivement sur P m C et P^C. 
En utilisant les metriques de Fubini-Study g m de P m C et g k de P&C, on definit la 
metrique g sur X par 

g = (m + 1 - fc)7rjflw, + fcvr^fc. 

Ses composantes dans la carte dense de X constituee des points : 

([1, Z\, .., z m ], [1, Zi, .., 2fcj); (zi, .., z m ) G C m , 

sont donnees par 

gxp = ( m + ! _ fc)^ ln (! + xi H- .. + x m ) + fc<9 A/ i ln(l + xi + .. + x k ) 

De meme, F est la sous-variete de P m C x P^C x P m _fc-iC constituee de points 

([z ,..,Zk,Z k +l,..,Z m ], [Co,-,Ck], [Vk+l,-,Vm]) G PmC X P fc C X P m _ fc _iC 

tels que les vecteurs (zo,..,z k ) et (z k+ i, ..,z m ) sont respectivement proportionnels 
& (Co, -jCfc) e ^ (Vk+i, ■■,Vm)- Comme pour X, on considere les projections 7i"i, 7r 2 et 
7r 3 de F respectivement sur P m C, P^C et P m _fc_iC. Alors 

g = 2ix\g m + kit* 2 g k + (m-k- l)ixlg m - k -i 

est une metrique dans F qui a pour composantes 

<?atz = 2<9aa ln(l-hri+..-hr m )+£;<9 A/i ln(l+a;i + ..+x fc ) + (m-A;-l)% ln(x fc+ i+..+x m ) 

dans la carte dense de F 

{([1, z li ■■■> z m], [1, Zi, .., Zfc], [Zfc+lj -., Z m \), [Zi, .., Zm) G C™ et (Zfc+1, ••, ^m) 7^ 0} 



On rappelle que g et g sont respectivement dans la premiere classe de Chern de 
X et de Y (voir |SJ); et par consequent, X et Y sont de Fano. 

On considere le groupe d'automorphismes G sur P m C engendre par les automor- 
phismes a it j, (p Ptq r^ e definies W i,j G {0, 1, .., k}, p,q G {k + 1, ..,m}, I G {0, 1, ..,m} 

et 9 G [0, 2vr] par 

hj V L 5 • ' 5 **t J • ' 5 ~J ; • • ; Zfc 5 • • •ZjTtJ J [ ' ' ' ' j ' > ' ' ' ' ' ' ' ' & ' " " ' *WlJ 

rp,9\r0i ••) ^ki ••; •%>, ••) Zg, ■■^m\) L 0> ••) *fe; ••; *gi ■■; •%>, ••Zm\ 

et 

r /,6»([^0? ••; 2j, .., Z m ]) = [ZO) -5 z J e * )") 2 m]- 

Ce groupe engendre des groupes d'automorphismes naturels de X et Y que Ton 
notera encore G dans les deux cas. 

On definit sur C m+1 \ |L{%> = 0} ^ a fonction ^ = in£(ipi,ip2)i ou 

(| z | ... | z k |)2(^+D/(^+i) 

^ (I Z | 2 +...+ | Z m |2)(-+D 

, , (| Z k+l I ... I Z m \fi^)/im-k) 

^ (| *o | 2 +...+ | z m |2)(™+D • 

V'l e ^ ^2 son t homogenes de degre zero sur C m+1 , chacune d'entre elles induit alors 
une fonction sur P m C. La fonction ip\ atteint son maximum egal a — (m+1) ln(fc+l) 
en les points [1, e *, .., e t0k , 0, .., 0] G P m C et tend vers moins l'infini lorsque l'une 
des coordonnees homogenes zo,..,Zk tend vers zero ou vers l'infini, ce qui corre- 
spond aux frontieres des cartes denses definies par {zi ^ 0, < i < k}. 
ip2 atteint son maximum egal a — (m + 1) ln(m — k) en les points 
[0, ..,0, e l9k+1 , .., e l9m } G P m C et tend vers moins l'infini lorsque l'une des coor- 
donnees homogenes Zk+i, -.,z m tend vers zero ou vers l'infini, c'est-a-dire aux frontieres 
des cartes denses definies par {zj ^ Q,k + 1 < j < m}. 

Pour decrire la fonction extremale ip sur X, on considere ip\ et ip2 definies sur 
(C m+1 \ \J.{zf> = 0}) x (C fc+1 \ \J.{zf = 0}) par 



ipi = In 



et 



(i 4" i ... 1 4" i) 2 ^ x (i 4 1 ' i ... 1 4" d* 
(1 4 0) i 2 +...+ 1 4? i 2 )c»+i-*) x (i 4" p +...+ 1 4" i 2 )' 

(I e I ... 1 4? i) 3 ^ 2 x (i 4" i ... 1 4" da 



2(m+l-fc) 

(I -4",4 I ... I 44' I 

■02 = In 



(| 4 0) | 2 +...+ | Z^ |2)(m+l-fc) x (| 4 1 ) |2 +...+ | Z W |2)fc' 

ou (zq , ..,4i) sont les coordonnees de C m+1 et (zq , ..,z\. ) sont celles de C fc+1 . 
Elles sont separement homogenes de degre zero en les composantes de chacun des 



vecteurs de C m+1 et C fc+1 . Elles definissent alors deux fonctions sur C m+1 x 
et done sur X, par restriction. On pose ip — inf(V'i) ^2)- 
De meme pour Y, on considere les fonctions 



fr = M ,. rn?. ,'" ■ m. * 



ifc+i 



,(0) 1 1 _(o) n^i n _(i) 1 1 _(i) - 2fc 

-0 I ••• I % lr + x U ^0 I ••• I % 

(|4 0) |2+...+ |^) |2)2 (| 4 1 ) |2 + ... + J Z (D UMA 



fc 

2(m-fc-l) 



X 



CI Z^ I I Z (2) , h m-fc" 

(\ r ( 2 ) 12 1 1 I r ( 2 ) |2Vm-fe-l) 

U ^0 I + ••• + I Z m-k-\ I ) 



et 



/I (0) I I (0) IN— ^t- /I (1) I I (1) h A 

r _, r (14+1 I- \ z m> |)"-* (|4 J |... |4 j |)*+i 

^2 - ln l— TTvTTT I m\ ,_ x 



n ~(°) 12 I 1 I ~(°) 12^2 (I J 1 ) 12 1 1 I -M \2\k 

CI ^ (2) I I ^ ( 



(2) I I (2) 2(m-fc-l) 



X- 



H r^ |2 _|_ _|_ I J 2 ^ \2\(m-k-l) 

V>i et ^2 sont deux fonctions sur 

(c m+1 \ |J{4 0) = o}) x (c fc+1 \ \J{zf = o}) x (c m A |J{4 0) = o}) 

i 3 g 

oil {z\ )o<i< m , ("2j )o<i<fc et (4 )o<g<m-A:-i sont respectivement les coordonnees 
sur C m+1 , C fc+1 et C m ~ k . Elles sont separement homogenes de degre zero en les 
variables de C m+1 , C k+1 et C m ~ k . Elles definissent des fonctions sur P m C x P fe C x 
P m _fc_iC, et done, par restriction, sur Y. On pose alors ip — inf^i,^) 
Enongons a present les principaux resultats de cet article. 

Theoreme 1 Soittp G C°°(P m C) une fonction g -admissible etG-invariante, verifiant 
sup f = sitr P m C. On a a/ors tp > if). 

On en deduit le corollaire suivant. 

Corollaire 1 Pour tout a < inf(^y, ^ry), on a Vinegalite de type Hormander 
suivante (voir 11 (^ th. J^.J^.5): 



/exp(—aif)dv < Cst, 



pour toute fonction <p G C°°(P m C), g- admissible, G-invariante, verifiant 

sup <p = sur P m C. dv est V element de volume sur P m relatif a la metrique g. 

Theoreme 2 Soittp G C°°(X) une fonction g- admissible etG-invariante, verifiant 
sup <p = sitr X. On a alors ip > if). 



Corollaire 2 Pour tout a < mf(^j, n ^ k h [ 1 ), on a I'inegalite 



/ exp(— aip)dv < Cst, 
Jx 



pour toute fonction ip G C°°(X), g-admissible, G-invariante, verifiant sup ip = 
sur X . dv est V element de volume sur X relatif a la metrique g. 

Theoreme 3 Soit ip G C°°(Y) une fonction g-admissible et G-invariante, verifiant 
sup f = sur Y . On a alors tp > ip . 

Corollaire 3 Pour tout a < 1/2, on a I'inegalite 

I exp(— aif)dv < Cst, 

pour toute fonction ip G C°°(Y), g-admissible, G-invariante, verifiant supy? = 
sur Y . dv est V element de volume sur Y relatif a la metrique g. 

2 Preuve des resultats sur P m C 

2.1 Preuve du theoreme [TJ. 

Pour le theoreme Q on utilisera 1'invariance des fonctions <p([zo, ■■■, z m ]) par le 
groupe G, afin de les considerer, au lemmeHJ comme des fonctions (p([l, X\, ..., x m ]) 
des variables reelles Xj —\ Zi |, i G {1, .., m}, puis, au lemme|21 comme des fonctions 
(f([xo, ■■■,Xk, 1, Xk+2, ■■jXm]) des variables reelles x\ =| Zi |, i G {0, .., k, k + 2, .., m}. 

Lemme 1 S^ii zme fonction ip G C°°(P m C), g-admissible, G-invariante. 
Si Xi =\ Zi \> pour tout i, dans la carte {z Q ^ 0}, on a 

(^-^)([l,x 1 ,..,x m ])>(^-^)([l,x 1 ,..,x fc ;C [m - fel ]) ) (1) 



on C = (xfc+L-.xjVC™-*) ei C [m ~ fc] = (C, -,C) e 



"•m— fc 



Preuve. La demonstration se fait par recurrence. Supposons que pour fe + 1 < 
jXmet pour tout (xi, .., x m ) G M m avec Xj > on ait 

(^-■0)([l,xi,..,a; TO ]) > 

(V?- V>)([l,a;i,..,x fc ;(x fc+ i...Xp)^^,..,(x fc+ i...Xp)^^,Xp + i,..x m ]). (2) 



Cette propriete est claire pour p = k + 1. Si I'inegalite (J2J) n'etait pas satisfaite au 
rang p + 1, il existerait alors un point (x°, .., x^J G M m avec x° > pour tout i, tel 
que 



En utilisant la continuity de (ip — ip), on peut supposer, quitte a en modifier 
legerement les coordonnees, que le point ([!,£?, ..,ij,]) de l'inegalite ©, verifie 



(~0 0\l/(fc+l) / ( „0 \l/(m-k) 

K x l-- X k) T \ x k+l-- x m) 



propriete dont on aura besoin plus loin. En utilisant la G-invariance de ip, on peut 
supposer que x k+1 < ... < x Q m . D'autre part, en tenant encore compte de la G 
invariance de ip et de l'hypothese de recurrence (0) en les points 

[1 ™0 Ol 

L±, j/j, .., j^ k , ^fc_|_i, ^k+2i ■■■> ^pi -^p+li ^p+2i ■■■> -^ml 

et 

n ™0 o o o o o o o ji 

[X, x l5 .., x fc , A fc+2 , Afc_|_3, ••, J-p, A p+D J 'fc+l7 • h p+2i ••■> x m\i 

on peut ecrire 



(¥>-MM,..,a£j)> 

(</? — lp){[i-, X 1; .., X fc ; (X fc+1 ...X pi )P- fe , .., {X k+1 ...X p )P- k , £ p+1 , ^p+2; ••) X mJ (.4 J 



et 



IV 9 y)\[1} X H •■5 a 'fc' X fc+2? ••? a 'p+l' a 'fc+l' a 'p+2' ■■i X m\) — 

[ip — 1p)([l, X x , ..,X k ; {x k+2 -- X p+l) p ~ k j ••) \ X k+2-- X p+l) V ~ k ; X k+li X p+2i ••) X mJ' (5) 

Considerons maintenant la courbe C d'equation 

fP-k _ 

b x — x fc+1 ...x p _|_ 1 

dans le plan reel {[1, x\, .., x\, t, .., t, x, x p+2 , .., x^]} parametre par les variables t et 
x. Les points 

r\ = [i, X x , .., X k \ {X k+1 ...X p )P~ k , .., (X fc+1 ...X p JP- fc , X p+1 , X p+2 , ••, X m \ 

et 

"2 = [I? x ± , .., x fe ; (x fe+2 --.x p+1 )p-' i , .., {x k+2 ---x p+1 jp- k , a? fc+1 , x p+2 , ■■,x m \ 

appartiennent a la courbe C.Notons que les reels x° pour k + l<i<p + lne sont 
pas tous egaux, sinon Qdeviendrait une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi x^+i < ... < x p+1 , les points distincts Pi et P2 
se trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale t = x du plan precedent. 
Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 

" 3 = [1) x \, -'i X k'i \ X k+l--- X p+l) P+1 ~ k ) ••? \ X k+V X p+l) P+1 ~ k 1 X p+2i '■■> X m\ 



qui intervient dans l'inegalite (J3J). D'autre part, en utilisant les relations (J3|). (@J) 
et (0) on obtient : 

(p>-iP)(P 3 ) > {<p-1>){Pi) et (ip-i>)(P 3 ) > (<p-iP)(P 2 ), 

ce qui prouve que la fonction (ip — ip) admet un maximum local sur la courbe 
C. En consequence, la restriction de la fonction G-invariante (</? — tp) a la courbe 
holomorphe (toujours notee C) d'equation C, p ~ k z = x° +1 ...Xp +1 du plan complexe 
[1, x°, .., x° k ] £, .., £, z, Xp +2 , .., x^] atteint un maximum local en un point P = C((). 

Posons C(C) = [l,C 1 (C),..,C7 ra (C)] et C\0 = *£(£) et CF(0 = C^). 
Sachant que Ton a choisi le point [1, x°, .., x^J de sorte que 

( T o „0\l/(fc+l) i ( o \l/(m-fc) 

l'equation de la courbe C et les definitions de ipi et ^ montrent qu'en tout point 
deC 

rl(,[l; 2-1) ••) ^fci So ••> S; ^5 ^p+2? ••' ^mjj T 1 Y2\\}-i x \i ••; ^fci So ••> So ^) ^p+2' -1 X m\)- 

On peut alors supposer que ip = ipi dans un voisinage de P, la preuve etant 
identique si Ton suppose ip = ip2 dans ce voisinage. On a done : 

d2 r ,._ .^^^m.^Cv-^)^^^/ 



={(¥> - Vi)(c(0)} = r .0- ^(0)^(0^(0 



est negatif ou nul. Comme — dz || = (y^, ceci exprime que la forme hermitienne 
de matrice: 

{9x » + dzxdz^" [ dz x dz, JA ' M 

est negative en P = C(Q. On en deduit une contradiction avec la g-admissibilite 
de (p en P. D'ou l'inegalite (0) au rang p-\- 1 et, par consequent, le lemme [T] 

Lemme 2 5oz£ ime fonction p G C°°(P m C) ; g-admissible, G-invariante. / '/ Si 
Xi =\ Zi \> pour tout i, dans la carte {z k+1 ^ 0} on a 

(p--0)([zo,xi,..,& fc ;l,a; fc+ 2,..,& m ]) > (<£ - V0([^, •-,??; Mfc+2, -.,a; m ]), (6) 

OUT)— (xQXi...Xk) l ^ k+l ^ ■ 

Preuve. Comme dans le lemme [Q la preuve s'effectue par recurrence. Supposons 
que pour < p < k et pour tout (xo, ■■, Xk\ Xk+2, ■■, x m ) G MJ 71 avec Xi > 0, on ait 

(<f - 1p)([x , ..,X k ,l,Xk+2, ~,Xm]) > 

(<p - ^)([(x ...x p )?+ T , .., (x ...Xp)p+i,x p+1 , ..,x k ; l,x k+2 , -,x m ]). (7) 



Cette hypothese est verifiee pour p = 0. Si l'inegalite (J7J) n'etait pas satisfaite au 
rang p + 1, il existerait un point (xq, ..,£&; Xk+2, ■■, %m) e ^ m avec x i>® pour tout 
i, tel que : 

(ip-if;)([x ,..,x k ;l,x k+2 ,..,x m ]) < 

(<P ~ V0([«-^+i)^ .., (x° ..x° p+1 )^, x° p+2 , ...,x° k ] 1, x° k+2 , ..,x°J). (8) 

Comme au lemme [TJ on peut supposer que le point [x^, .., x k ; 1, x° +2 , .., x^] verifie 

( T 0\l/(ft+l) / / \l/(m-k) 

yX Q ..X k ) 7= l x fc+2-- x mJ ) 

et que x° < ... < x p+1 . D 'autre part, en tenant compte de la G-invariance de ip et 
de l'hypothese de recurrence (J2J) en les points 



et 



on a 



r , 

[J/q, j/ j, .., O/p, ^p_j_i, ••, J'/j, J-, ^^_|_2; ••; -^n 

[ T „0 _0 0. i Ji 



(^-^)([x°,..,a;°;l,x fc+ 2,-,^])> 
^-^([(x° ..xl)^,..,(xl.xl)^,xl +1 ,..,x k] l,x k+2 ,..,x° m }) (9) 



et 



(^-^)([(x^x° +1 )^,..,(x?..x; +1 )^,x°,xJ +2 ,..,x°;l,x fc+2 ,..,x^). (10) 
Considerons maintenant la courbe C d 'equation 

+P+1™ _ ™0 o 
t x — x ...x p+1 

du plan reel {[£, .., £, x, x° +2 , .., rr°; 1, x^ +2 , .., x^}} parametre par les variables t et x. 
Les points 

Ql — [{ x 0-- X p) P+1 ) ••) l a '0-- :r p) P+1 '- r p+l' X p+2' ••5 a; fc! l? a 'A;+2' ••> a 'mJ 

et 

V2 = [(, a; l-- :r p+lJ p+1 ) ••) { X l-- X p+l) P+1 l X 0i X p+2> '■■> X k'i *-l X h+2l "J X m\ 

appartiennent a la courbe C. 

D'autre part les reels x® pour 0<i<p + lne sont pas tous egaux, sinon (JBJ) serait 

une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi Xq < ... < x p+1 , les points distincts Q\ et Q2 se 

8 



trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale £ = x du plan precedent. 
Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 

V3 — [{ x 0--- x p +l) p+2 > -j \ x 0--- x p+l) p+ ' 2 ■> x p+2i ■■i x k\ *-) X k+2-> ••i x m\ 

qui intervient dans l'inegalite (jHJ). D'autre part, les relation (jSJ), © et (fHH) donnent 

(ip - V0(Q 3 ) >{<p- V)(Qi) et fa - V)(Q 3 ) > (v> - V>)(Q 2 ), 

ce qui prouve que la fonction (ip — ip) admet un maximum local sur la courbe C. 
Sachant que Ton a choisi le point [x®, .., x°; 1, x° +2 , .., x^J de sorte que 

on conclut de la meme maniere qu'au lemme precedent en consid'rant la restriction 
de (p — ip) a une courbe holomorphe convenable. 

Lemme 3 Etant donnee une fonction tp e C°°(P m C), g -admissible, G-invariante, 
si Xi =| Zi |> pour tout i, on a 

(^-^){[l,x h ..,x k ;x k+h x k+2 ,..,x m ])>{ V -i;)([^ k+1 \^ m -%, (11) 

ouv= (x 1 ...x k y 1 / {k+1 \x k+1 ...x m ) 1 ^ m ' k \ 

Preuve. D'apres le lemme ^ on a 

{<P - V0([1, Xl, -,X k ; X k +1, x k+2, -, x m \) 

> (p - ^)([1, x x , .., x fc ; (x k+1 ...x m )^ m - k \ .., ^...xj 1 /^*)]) 

( ^ " m (x k+1 ...x m y/l<"-><) > ( Xfe+1 ... Xm )i/( m - fc ) ' -' (x fc+1 ...x m )V(^) ; 1; -' 1]) - 

La (/c + 2)-ieme composante homogene de ce dernier point etant egale a 1, le lemme 
El nous permet d'ecrire 

(p - ip)([l, xi, ..,x k ; x k+1 ,x k+2 , -,x m }) 

- {ip " m ( Xk+1 ... Xm y/^- k ) ' (x fc+1 ...x m )V(— *) ' -' (x fc+1 ...x m )V(— *) ; lj -' 1]) 

> r - nrr (^-^) 1/(fc+1) (^fg ! m 

" ^ VAL (x* + i...X m ) 1 /("-*)'"'(x w . 1 ...x m )l/(m-*)' 1 '"' 1JJ 
Cn,i r W( m-fe ) fr/ , 1 r W( m - fc ) 

^-^ui,..,i; ( Xi ___ Xfc )i/( fc +i) '••' ( Xl ... Xfc )i/(fc+i) JJ' 

d'ou la minoration pip. 

Pour la suite de la preuve du theoreme [H precisons que la G invariance ne 
nous permet pas d'aller plus loin, contrairement a ce qui a ete fait dans |5J ou le 

9 



groupe d'automorphismes est plus gros. C'est pour cette raison que Ton ne peut 
pas conserver ici la fonction extremale de [5]. Celle qui apparat dans cet article 
nous permet de passer directement du lemme El a la derniere etape, a savoir le 
lemme suivant : 

Lemme 4 Etant donnee une fonction (p G C°°(P m C) ; g-admissible, G-invariante 
et telle que sup = sur P m C, alors pour tout ( > 0, on a 

(^-^)([l[ fc+1 ];C [m - fc] ])>0, (12) 

Preuve. On raisonne sur la position du point Pq G P m C ou <p atteint son max- 
imum. En vertu de la G-invariance de ip, on peut supposer qu'il s'ecrit sous la 
forme 

Po = [Vo, ■■iVkVyk+v ■■iVmlj 

ou les y® sont des reels positifs verifiant y^ > y® > .. > y® et y k+1 > y® +2 > .. > y® m . 
Deux cas se presentent : ou bien l'un des y^, ..,y® est non nul, ou bien tous les 
?/g, .., yl sont nuls. 

Cas A : l'un des j/q, .., y® est non nul. On peut alors se placer dans la carte {z$ ^ 0} 
et ecrire le point Pq sous la forme 

-*0 = [J-; 3^1) ••) ^fci x k+li ■■■> x m\i 

oil les reels positifs x° verifient : 1 > x\ > .. > x° k et x° +1 > ... > x^. 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un point Pi = [l[ fc+1 l; Q m '] 
tel que Ton ait Co > et 

(^-^)(P 1 )<0. (13) 

On envisage alors les deux sous-cas suivants : x Q k+l < Co puis x° +1 > Co- 

• 4+i < Co - 
On introduit alors la fonction auxiliaire 

I Za l 2 ( m+1 ) 

Wo = log ■ 



(\ <r 12 _l_ _l_ I y \2\m+l ' 

D'une part, puisque ip < 0, 

((^-^o)([l,0,...,0]) = ^([l,0,...,0])<0. (14) 

De plus, sachant que y?(Po) = et ipo < 0, on a 

(<p-if>o)(Po)>Q. (15) 

Si P ^ [1, 0, .., 0], ^o(Po) < et l'inegalite (JUJ) est alors stricte. Si P = [1, 0, .., 0], 
quitte a se placer en un point P arbitrairement voisin de Po, on peut supposer 
(ip — 2p ){P) > 0. En effet, si dans un voisinage de P on avait (<p — if) ) < 0, 
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comme (<p — ipo)(Po) = 0, (</? — ipo) admettrait alors un maximun local en P , ce 
qui mettrait en defaut l'admissibilite de ip en ce point, sachant que 

d\p{(f - ipo){Po) = (gxp + d x -p<p)(Po)- 

Dans tous les cas, on peut done affirmer qu'il existe un point Pq = [l,ai, ..,a m ] 
verifiant 

(^-Vo)W>0- (16) 

Par continuite et G-invariance de (p, on peut supposer 1 > a\ > ... > a k > et 
Co > flfc+i > ... > a m > 0. D'autre part, l'inegalite (|T3|) jointe aux definitions de 
Pi, ipo, ipi et ^ = inf^i,^) implique 

fa - Vo)(Pi) = fa - VO^O < fa - M^i) < 0. (17) 

La courbe : 

/l W/l N n W/l N ln K + i/Cp) ln(a m /Co) 

[0,1] 9t^ [l,t,t (lna2)/(lnai) ,..,t (lnafc)/(lnai) ;Co^ lnai ,-,Co* lnai ] 

passe par [1, 0, .., 0] en t = puis par P' en £ = ai et enfin par le point Pi en t = 1, 
valeurs en lesquelles, d'apres (JHJ), ([To]) et (fT7j) . fa — ip ) est respectivement negative, 
positive puis a nouveau negative. L'invariance de cette fonction par Taction des 
exp(z6 ) ), permet done de deduire que fa — ip ) atteint un maximum sur la courbe 
holomorphe, complexifiee de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit encore 
une fois l'admissibilite de tp. 

• x° k+ i > Co - 
Designons dans ce cas par p G {1, .., m — k} l'entier pour lequel on a 

x° k+ i > ... > x° k+p > Co et Co > x° k+p+1 > ... > x° m , 
et considerons la fonction auxiliaire 

I Zu^ l 2 ( m + 1 ) 

; 1 I ^k+1 | 

Vk+i = log ■ 



(\ v 12 _l_ _l_ I v I2W+1 

On a 

fa-^+i)(Po)>0. (18) 

La fonction fa — ip k+ i) etant continue, quitte a se placer en un point voisin de Po, 
on peut supposer tous les x° non nuls. Posons alors: 

_lnx| _lnx|_ _ lnfa° +1 /Co) _ lnfa^/Co) 
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Sachant que Ton a 1 > x\ > .. > x k ; x k+1 > .. > x k+p > Co et Co > x k+ P +i > •• > 
x Q m , on en deduit que a 2 , ..,a k > 0, a k+1 < ... < a p+k < et a p+k+u ..,a m > 0, 
d'ou, en notant P £ = [l,e,e a2 , ..,e ak Xo£ ak+ \ ■■Xo£ am ], on a 

£.2(m+l) £ 2a k+1 (m+l) 

lim ibk+i (Pe) = lim In- ^„. — - — — 

^Vfc+H. e) £ ^ Q ^ + £2 + £2a2 + ^ + £2ak + £2( £ 2a fe+1 + __ + £ 2a m )]m+l 

>2(m+l)^-2a fc+1 (m+l) 

— In nm 77T7 n " n n 777 777 = In 1 = 0, 

i^oo [£2^-2a fc+1 _|_ t -2a k+2 + ..-)- £-2ap)](m+l) 



— afe+i etant la plus grande puissance intervenant au denominateur. Sachant que 
9?([Pe]) < et compte tenu de (fTHjl il existe Sq tel que Ton ait 

(<p - ^+i)(P £0 ) < -Vfc+i(^ ) < (V - ^+i)(^o). (19) 

D'autre part, l'inegalite (|T3j) . iointe aux definitions de Pi, ^fe+i, ^2 et ?/> = inf (-01, ^2) 
donne : 

(if - ^+i)(Pi) = fa - ^)(Pi) < fa - ^)(Pi) < 0. (20) 

La courbe 

[e ,l]^t^[l,t,t a2 ,..,t a ",Cot ah+1 ,..,Cot am ), 

passe par P £0 en t = e puis par P en £ = x\ et enfin par P x en £ = 1, ce qui, en 
vertu de ()19|h (jTSjl et (|20|) prouve l'existence d'un maximum local pour la fonction 
fa — i/>fc+i) sur la courbe precitee. Ceci contredit, a l'instar du cas precedent, 
l'hypothese d'admissibilite de la fonction ip. 

Cas B : i/q = ... = yl = 0. On se place alors dans la carte {z k+ i 7^ 0}, de sorte 
que le point Pq ou <p atteint son maximum egal a zero puisse s'ecrire sous la forme 



P = [0,0,..,0;l,x° fe+2 ,.. 






On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de ip, que 1 > x° k+2 > .. > x° rn . 
On montrera une version equivalente du lemme EJ a savoir que 

(ip-mc lk+1] -A lm - k] })>o (21) 

pour tout C > 0. Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un point 
p k+1 = [C fc+1] ; ll m - fc ]] tel que Ton ait Co > et 

fa-^)(P fe+1 )<0. (22) 

On considere alors la fonction auxiliaire ip k +i introduite plus haut. Sachant que 
(p < 0, on a 

(^-^ +1 )([0[ fc+1 ];l,0,..,0]) = ^([0[ fc+1 ];l,0,..,0])<0. (23) 

D'autre part, sachant que <p(Po) = et V'fc+i < 0, on a 

fa - Vfc+i)(Po) = -^.+i(Po) > 0. (24) 
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Cette inegalite est stricte des que P ^ [0 [fc+1] ; 1,0, ..,0]. Si P = [0 [fc+1] ; 1,0, ..,0], 
quitte a se placer en un point arbitrairement voisin de P$, on peut supposer la 
derniere inegalite stricte. En effet, si dans un voisinage de Po, on avait <p—ipk+i < 0, 
alors ip—ipk+i admettrait un maximum local en P , ce qui contredirait l'admissibilite 
de ip en P . A l'instar du cas A, il existe done un point P ' = [c , .., c^; 1, Cfc +2 , .., c m ] 
verifiant 

(<p-ip^ 1 )(P , o )>0. (25) 

Par continuity et G-invariance de ip, on peut supposer ( > c > ... > Ck > et 
1 > Ck+2 > ••• > c m > 0. D'autre part, l'inegalite (}22j) jointe aux definitions de 

P k+X , ip k+1 , tp 2 et ip = inf^i,^) implique 

(tp - il>k+i)(Pk+i) = (<P- ^)(A+i) <(cp- 1>){Pk+i) < 0. (26) 

La courbe : 

ln(cQ/C()) ln ( c fc/Co) 

[0,1] 9 t -> [Cot^ r ^+ r ,..,Coi^ r ^+ r ;i,i,t (lnCfc+3)/(lnc '= +2) ,..,t (lnCm)/(lnCfc+2) ] 

passe par [0^ +1 ^, 1,0, ..,0] en t = puis par P' en £ = c^+2 et enfin par le point 
Pk+i en £ = 1, valeurs en lesquelles, d'apres (J23J1 . (|23j) et (J2fij) . {tp — ipk+i) est 
respectivement negative, positive puis negative. L'invariance de cette fonction par 
Faction des exp(iQ), permet done de deduire que (<p — ip ) atteint un maximum 
sur la courbe holomorphe, deduite de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit 
l'admissibilite de ip, d'ou (J2TJ) et le lemmeEJ 

2.2 Preuve du corollaire [U. 

Soit <p G C°°(P m C) une fonction g-admissible et G-invariante, dont le sup sur 
P m C est nul. D'apres le theoremeHJ on a p > ip et par suite, pour tout a > 0, 



/exp(—aip)dv < / exp(—aip)dv. 



Cherchons les valeurs de a pour lesquelles cette derniere integrate converge. Pour 
ce faire, on estimera f p c exp(—aipi)dv et f ¥ c exp(—aip2)dv dans la carte dense 
definie par {z Q = 1}. Dans cette carte, l'element de volume est donne par 

dz\ A dz\ A ... A dz m A dz m 
dv = (i) 



(l+|*i | 2 +...+ |z m | 2 )™+ 1- 

En utilisant la definition de ijj\ qui ne depand que des | z p |, par le changement de 
variables w p =| z p | 2 on obtient : 

; +00 ( Ml ... Mfe )-( m + 1 )/( fe + 1 )^ 1 ...^ r 

exp(— aipijdv = Cst 



P m C ./0 </0 \ l i "i + ••• i u my ,y ' 
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Cette integrate converge en zero si et seulement si : 1 — ^ > 0, c'est a dire 
a < (k+ l)/(m+ 1). En l'infini, le passage en coordonnees polaires ramene l'etude 
a la convergence de 

OO 

r — fe^i r ( )( + V dr, 

>a>0 

ce qui donne la condition : 

—ak(m +1) . lW „. . „. 

-^— ■ '- + (a - 1 )(m + 1 + m - 1 + 1 < 0, 

K + 1 

et done encore a < (k + l)/(m + 1). Ainsi J p c exp(— aipi)dv converge si et 
seulement si a < ^j. D 'autre part, 



/■ p+co p 

I exp(—aif)2)dv = Cst / .. / 

ip m c Jo Jo 



(1 + Mi + .. + U k + U fc+ i + .. + M m )( 1 " a )( m + 1 ) 



La convergence en zero exige m , < 1, c'est a dire a < ^V r- En l'infini, le 

° ° m—k ' m+1 ' 

passage en coordonnees polaires ramene l'etude a la convergence de 

/■oo 
r -a(m+l) r (a-l)(m+l) r m-l^ r _ / r~ 2 dr 

a>0 Ja>0 

integrate convergente quelle que soit la valeur de a. D'ou la convergence de 
Jp c exp(— a^)2)dv pour a < ^=| et le corollaire [TJ 

2.3 Preuve du theoreme [IZl 

Comme pour le theoreme ^ on utilisera l'invariance par le groupe G defini 
dans l'introduction, des fonctions <f([zo, ••, z k , z k +i, .., z m ], [Co, ••, Cfc]) ou (^o, ■-, z k ) et 
(Co, ■■,Ck) sont colineaires. Cela nous permettra de les considerer, dans le lemme E] 
comme des fonctions tp([l,xi, ■■■,x m ], [l,£i, ■■■,Xk]) des variables reelles xi =| z% |> 
0, i G {1, --jw}, puis, dans le lemme |B] comme des fonctions 

des variables reelles x, =| Z{ |> 0, i G {0, .., k, k + 2, .., m}. Notons que ces reperages 

ne contiennent pas l'eclatement, les Xi etant non nuls dans l'enonce de ces deux 

lemmes. 

Lemme 5 Etant donnee une fonction ip G C°°(X), g- admissible, G-invariante. Si 

Xi = | z% | > pour tout i : 

(<^-^)([l,xi,..,x m ],[l,a;i,..,Xfc]) > (v3-^)([l,xi,..,x fc ;C [m_fc] ],[l,a;i,.-,a;m]),(27) 

ou C [m ~ h] = (C, ••, e C m - fc eK = (xfc+i...^) 1 ^" 1 -^ . 
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Preuve. La demonstration se fait par recurrence, comme pour le lemme [0 Sup- 
posons que pour k + l<p<met pour tout (xi, .-,x m ) G M. m avec Xi > on 
ait 

(ip-i))([l,xi,..,x m ], [l,Xi,..,X fc ]) > 

(^-■0)([l,xi,..,a; fc ; (x^i...^)^, .., (x fe+ i...Xp)^,x p+ i, ..x m ], 

[l,xi,..,a; fc ]). (28) 



Cette propriete est claire pour p = k + I. Si l'inegalite (Jzajl n'etait pas satisfaite 
au rang p + 1, il existerait alors un point (x\, .., x^J G M m avec x° > pour tout i, 
tel que 

[l,*?,..,x°]). (29) 

En utilisant la continuite de (<p — ip), on peut supposer, quitte a en modifier 
legerement les coordonnees, que le point ([1,£?, ..,£„], [1, x\, .., x°]) de l'inegalite 
(I25JI. verifie 

1^0 0\l/(fc+l) / / \l/(m-k) 

propriete dont on aura besoin plus loin. En utilisant la G-invariance de ip, on peut 
supposer que x° k+l < ... < x Q m . D'autre part, en tenant encore compte de la G 
invariance de ip et de l'hypothese de recurrence (J28J1 en les points 



U- 1 -; x 1; .., 0/ fc , A fc+1 , A fc+2 , .., 0/ p , x p+1 , ^ p _|_2; •■) ^mJ> L- 1 -' x l; ■■■> x fcJ/ 

et 

m ^o Ji M 0l\ 

V L 5 -° 1 5 •■) ""hi u 'fe+2? -^k+3i ■■■> u 'p) •" J p+li ■''fe+l) • h p+2i ■■■> •" J m\i L ' u 'l) "J ^kl/i 

on peut ecrire 

(^-^)([l,x?,..,x^],[l,x?,..,x fc ])> 

C p/ P ~ ' ' ••' V^k+V—^pJ" " ' A p+1' A p 



(v-*([l,xS l ..,x2;(xt hl ...a{)^,..,( a i fl ...x2)^,a^ 1 ,a{ fa ,..,a^], 



et 



[l,^,..,x u fc ]) (30) 

[ip — ip)([l, x 1} .., x k ; x k+2 i ••, x p+1 , x k+1 , X p+2 i ■ ■, x m J, [1, x 1} .., x fc J) > 

(V 9 — y){[*-i X 1i ■■■> X k) \ X k+2-- X p+l) P ~ h i ••) ( x fc+2" X p+l) P ~*S X fc+l> X p+2> ••5 a; mJ) 

M,..,*2]). (31) 

Considerons maintenant la courbe C d'equation 

j-P-k _ 
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dans le plan reel {[l,x5, ..,x1, t, ..,t,x,Xp +2 , ■■,%m]> [1> x ?> -i^]} parametre par les 
variables t et x. Les points 

-* 1 = Ql) ^D •■) ^fci l a 'A;+l--- a 'pJ P ~ fe ' ••' l a 'A;+l--- a 'p/ P ~ fc ' ^p+D ^p+2' ••) X mJ' lA) X li "i X k\) 

et 

* 2 = (.[!) 2-1) ••) ^fej {Xf c+2 ---X p+ i) p - k , .., (^fc+2"- a; p+lJ P ~ fc 5 X fc+1) X p+2) ••) X m\i 
\)-> X \-> ••i x k\) 

appartiennent a la courbe C. Notons que les reels x° pour fc + l<i<p + lne 
sont pas tous egaux, sinon (|29j) deviendrait une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi x° k+1 < ... < x2 +1 , les points distincts Pi et P 2 
se trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale t = x du plan precedent. 
Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 

qui intervient dans l'inegalite (|29JI . D'autre part, en utilisant les relations (|29|1 . 
(1201) et dSU on obtient : 

{<p-$){P a ) > {<p-#)(Pi) et (^-^)(P 3 ) > (V-^)(A), 

ce qui prouve que la fonction (<p — ip) admet un maximum local sur la courbe 
C. En consequence, la restriction de la fonction G-invariante (tp — i/j) a la courbe 
holomorphe (toujours notee C) d'equation ^ p ~ k z = x° +1 ...x° +1 du plan complexe 
{([1, x\, .., x°; £, ..,£, z, Xp +2 , .., a?£J, [1, a^i) •-, ^fc])} atteint un maximum local en un 
point P = C((). Posons 

c(c) = ([i, c\ci .., c m (0), [l, ^(c), .., c fc (c)]), 
c A (0 = -^-(0et c^(0 = ^(0- 

Sachant que Ton a choisi le point ([l,x°, ..,x^], [l,x°, ..,#£]) de sorte que 

r T 0\l/(*+l) / / r \l/(m-fc) 

l'equation de la courbe C et les definitions de ipi et V>2 montrent qu'en tout point 
deC 

lPl{[±T%ll ••; ^fcj S> ••) 4; 2 ; ^p+2' "1 X m\i L"*-' ^1 ' "' X k\) T 1 

tylSS}-) x \i ••; x k'i Si ••; S) z i x p+2i ••; X mJ' [1) ^1) ••; x yfcJ)- (32) 

On peut alors supposer que i/j = ipi dans un voisinage de P, la preuve etant 
identique si Ton suppose ijj = ip 2 dans ce voisinage. On a done : 
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^ - A)(c(0)} = %J!wW(fl 

est negatif ou nul. Comme — ^ ^i = 5^77, ceci exprime que la forme hermitienne 
de matrice: 

( ~ n | gV n _ r g(y^ji) x 

est negative en P = C(£). On en deduit une contradiction avec la g-admissibilite 
de tp en P. D'ou l'inegalite ()28|) au rang p + 1 et, par consequent, le lemme 

Lemme 6 Etant donnee une fonction ip G C°°(X), g-admissible, G-invariante. Si 
%i —\ %i |> pow tottt i ; on a: 

(<p - V>)([x , &i, ■■> »fc; 1> ^fe+2, -, x TO ], ko, xi, ..,x k ]) > 

(<p-iP)([ v , V ,.., m l,x k+2 ,..,x m ],[^ k+ %, (33) 

OU 7] = (xo#i...£fe) ■ 

Preuve. Comme dans le lemme la preuve s'effectue par recurrence. Supposons 
que pour < p < k et pour tout (x , .., x k ; x k +2, ■■, x m ) G M. m avec Xj > 0, on ait 

(<p - Tp)([x , .., x k ,l, x k +2, ~,x m ], [xo,..,x k ]) > 

(if - fy([(xo...x p )^+i, .., (x ... X p )^+i, X p+ x, .., x k ; 1, X fc+2 , -, x m ], 

[(x ...x p )i ; + T ,..,(xo...Xp)S :T ,Xp + i,..,XA ; ]). (34) 

Cette hypothese est verifiee pour p = 0. Si l'inegalite (jB3| n'etait pas satisfaite au 
rang p+ 1, il existerait un point (x[j, ••, x^; Xfc +2 , .., x^J G M m avec x° > pour tout 
i, tel que : 

(^-^)([x°,..,x fc ;l,x0 +2 ,..,x^],[x°,..,x0])< 

(<p - $)([(x° ..x° p+1 )^, .., (x°..x° +1 )^, x^,, ..., x° k ; 1, x£ +2 , .., x£j, 

[(x°..x° +1 )i^, .., (x°..x° +1 ) A, x; +2 , ..., x°]). (35) 

Comme au lemme on peut supposer que le point 

(|x , •-, x fc ; 1, x fc+2 , .., x m J, |x , ••, x k \) G A 
verifie 

_0\l/(*+l) / /_0 _0 \l/(m-fc) 



I Xri • •*£ 



r 1 l^A^-^rrJ 



0-- x fcJ T" l A fc+2"-<W ) 



et que x° < ... < x° +1 . D 'autre part, en tenant compte de la G-invariance de ip et 
de l'hypothese de recurrence (J5l*j) en les points 



fLO o o o o. 1 o oi r o o o o oi\ 
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et 



on a 



(\~0 0. 1 1 r 0l\ 

[ip — 1p)([x Q , ..,X k \ l,X k+2 , -v^mj) Fo> ••' a; fcJ) — 

(if - i>)([(x° ..x° p )^ , .., (afr-zj)**, x° p+l , .., x£; 1, x£ +2 , .., a£j, 
l(x°..x^,..,(xlx° p )^,x p+l ,..,x° k ]) (36) 



et 



[ip tp){[x lJ .., x p+1 , x , .., x fc ; 1, x fc+2 , .., x m J, [x 1; .., x p+1 , x , .., x k \) > 
(y? - </0([(x?..xJ +1 )i^, .., (x?..x° +1 )^r, xg, x° +2 , .., x° k ; 1, x£ +2 , .., x°J, 
[(x?..x; +1 )^,..,(x?..xj +1 )^,x°,x° +2 ,..,x°]). (37) 

Considerons maintenant la courbe C d'equation 

t x — Xg...x p+1 

du plan reel {([£, .., t,x,x° p+2 , ..,x° k ; l,x° k+2 , .. } x° m ], [t, .., t,x,x° +2 , ..,x°J)} parametre 
par les variables t et x. Les points 

VI = (K :r 0-- :r p/ P+1 ' ") l :r 0-- :r p/ P+1 ' x p+li X p+2i ■■■> x k'i 1) ^fe+2; ••? ^mj) 

[(x°..x;)^,..,(x°..x°)^,xj +1 ,xj +2 ,..,x° fc ]) 
et 

V2 — {[{ x l-- x p+l) p+1 , ■■■> \ x l-- x p+l) v+1 1 x 0i X p+2i ■■i X k'i 1) X k+2i ■■: X m\i 

[{x 1 ..x p+1 )p+ 1 , .., {x 1 ..x p+l )p+ 1 , x , x p+2 , .., x k \) 

appartiennent a la courbe C. 

D'autre part les reels x° pour 0<i<p+lne sont pas tous egaux, sinon (|35j) 

serait une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi xf] < ... < x p+1 , les points distincts Qi et Q 2 se 

trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale t = x du plan precedent. 

Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 

V3 — {[{ x 0--- X p+l) P+2 > "J \ x 0--- X p+l) P+2 -> X p+2-> ■■i x k\ *-i x k+2-> ■•) x m\) 

[(x°...x; +1 )^,..,(x°...xj +1 )^,xj +2 ,..,x°]) 

qui intervient dans l'inegalite (|33j). D'autre part, les relation (|33j) . (|3l)|) et (|3*7j) 
donnent 

(y> - $(Q 3 ) > (V - $(Qi) et (</? - $(Q 3 ) > fa - $(&), 
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ce qui prouve que la fonction (<p — ip) admet un maximum local sur la courbe C. 
Sachant que l'on a choisi le point 

(\~0 ™0. i 1 r On 

U x 0> "J x fe) - 1 -? x fc+2> •■) x mh L x 0> ■■■) x k\) 

de sorte que 

(-.0 ™0\l/(fc+l) / / \l/(m-k) 

on conclut de la meme maniere qu'au lemme precedent en considerant la restriction 
de (ip — ip) h une courbe holomorphe convenable. 

A l'instar du lemme El les lemmes E] et El permettent d'etablir le 

Lemme 7 Etant donnee une fonction ip G C°°(X), g- admissible, G-invariante, 
avec Xi =\ Zi |> pour tout i, on a : 

(ip - ip){[l, xi, .., x k ; x k+1 , x k+2 , :,x m ], [1, xi, .., x k }) 

>(ip- ^)([l [fc+1] ; v [m -% [l [fc+1] ]), (38) 

(x k+1 ...x m ) 1 /( m - k '> 
OU V — i -= ±i — — 



(xi...x k ) 1 /<- k + 1 ) ' 

Montrons maintenant le 

Lemme 8 Etant donnee une fonction ip G C°°(X), g- admissible, G-invariante, 
VC > 0, on a : 

(¥,-^)([l[ fe+1 ];C [m - fel ],[l [fc+11 ])>0, (39) 

Preuve. On raisonne sur la position du point R Q G P m C ou <p atteint son 
maximum. En vertu de la G-invariance de <p, on peut supposer qu'il s'ecrit sous la 
forme 

oil les t/° et p° sont des reels positifs verifiant y$ > v® > .. > y k) y k +\ > Uk+2 — 

• • > ymi Po — •• — Pfc e ^ °u (Pot-iPI) e ^ (2/oj --J 2/fc) son t paralleles. Deux cas se 

presentent : ou bien Fun des yQ,..,y k est non nul, ou bien tous les y$, ..,y k sont 

nuls. 

Cas A : Fun des ?/q, ..,y k est non nul. On peut alors se placer dans la carte de X 

decrite par les points 

(po, ••, Zk, Zk+l, ■ ■, z m ], [£ , ■-,Cfc]) *= PmC x P fe C 
tels que z 7^ 0. Ceci permet d'ecrire le point R sous la forme 

Rq = ([1; X \} ■■} ^fci X fc+l5 "J ^mJ' ["*-) ^1) "J X k\)i 

ou les reels positifs x® verifient : 1 > x\ > .. > x° et x° k+1 > ... > x® m . Raisonnons 
par Fabsurde, et supposons qu'il existe un point 
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tel que Ton ait Co > et 

(¥>-$(£!)< 0. (40) 

On envisage alors les deux sous-cas suivants : x k+1 < Co puis x k+1 > Co- 
• x° k+1 < Co- 



On introduit alors la fonction auxiliaire 


















1 ., |2(m+l-fc)| t 

1 z o \ y '\ ?0 


2fc 








ro 1( Jg 

(\ z o \ 


2 +-+l 


^ m i 2 )™+^ fc (i e 


| 2 + 


.--+ | 


&l 2 )*' 


D' 


une part, 


puisque ip < 0, 


















(v-feai. 


0H],[i, 


qW]) = 


= ¥>([!, 0^ 


'],[!, 


[*1]) 


<0. 



(41) 
De plus, sachant que <p(Ro) = et ipo < 0, on a 

(^-^o)(^o)>0. (42) 

Si #0 ^ ([1,0H], [1,0^]), ^o(^o) < et l'inegalite (g2D est alors stricte. Si £0 = 
([l,0[ m l], [l,0' fc l]), quitte a se placer en un point R arbitrairement voisin de Rq, on 
peut supposer (ip — ip )(R) > 0. En effet, si dans un voisinage de Rq on avait 
(<p — ipo) < 0, comme (<p — ipo)(Ro) = 0, ((p — ipo) admettrait alors un maximun 
local en _R , ce qui mettrait en defaut l'admissibilite de (p en ce point, sachant que 

d\-p(<p - 4>o)(Ro) = (gxp + dx-p<p)(Ro)- 

Dans tous les cas, on peut done affirmer qu'il existe un point 

R'o = ([1, ai, •-, a m ], [1, ai, .., a k }) 

verifiant 

(ip-i> )(R' )>0. (43) 

Par continuity et G-invariance de ip, on peut supposer 1 > a\ > ... > a k > et 
Co > a k+i > ••• > a m > 0. D'autre part, l'inegalite (j4Tf|) jointe aux definitions de 
R\, ip , ipx et ip — mf(ipi,ip 2 ) implique 

(ip - &)(£i) = (V - &)(£i) <(<P- $)(Ri) < 0. (44) 

La courbe : 

ln(a fc + 1 /C ) ln(a m /Cp) 

[0,1] 3t-* ([l,t,t( lna2 )/( lnai ),..,t( lnafc ^ lnai );Cot^ ,»,Co* lnai ], 

M -j- ^(lna 2 )/(lnai) ^ £(lna fe )/(lnai)j\ 

passe par ([1, 0^], [1, 0^]) en t = puis par R' en t — Oi et enfin par le point i?i en 
t — 1, valeurs en lesquelles, d'apres (jHJ), (j4^|) et (|44|). (<£> — ?/> ) est respectivement 
negative, positive puis a nouveau negative. L'invariance de cette fonction par 
Faction des exp(i6), permet done de deduire que (<p — ipo) atteint un maximum sur 
la courbe holomorphe, complexifiee de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit 
encore une fois l'admissibilite de ip. 
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• x° k +i > Co - 
Designons dans ce cas par p e {1, .., m — k} l'entier pour lequel on a 

x k+1 > ••• > x k+p > Co et Co > x k+ P +i ^ ••• ^ X m> 
et considerons la fonction auxiliaire 

I _ |2(m+l-fc)l c |2fc 

I ^fc+1 I I SO | 



V'fe+i = log ■ 



(| z | 2 +...+ |z m | 2 ) m+1 - fc (Uo I 2 +-..+ I & | 2 ) fc ' 
On a 

(¥>-&+i)(£o)>0. (45) 

La fonction (<p — V'fe+i) etant continue, quitte a se placer en un point voisin de R , 
on peut supposer tous les x° non nuls. Posons alors: 

lnx° _\nx k _ln(x° +1 /Co) H^l/Co) 



" 2 ~ uT^o ' -' ttfe ~ uT^o ; ttfc+1 ~ i^o ' ••' a 



hix\ " lnarf ! lnx^ lnx^ 

Sachant que Ton a 1 > x\ > .. > x° k ; x° k+1 > .. > x° k+p > Co et Co > x l+ P +i > •• > 
x^j, on en deduit que a 2 ,..,a k > 0, a k+ i < ... < a p+k < et a p+k+ i, ..,a m > 0, 
d'ou, en notant 

^ = ([l,£,£ Q2 ,..,^,Co^ +1 ,..,Co^ m ],[l,^^ 2 ,..,^ fe ]), 

on a 

/-2(m+l-A) 2(m+l-fc)a fc 

lim^fc+i(-R £ ) = limln 



e ^ rK+U £y e^O [1 + e 2 + E 2a2 + ..+ E 2a k + ( 2 (e 2a ^ + ..+ £2a m )]m+l-fc 

>2(m+l-Jfc) , -2a fc+1 (m+l-k) 

= In lim r , n/ - ^° „, - ,, = In 1 = 0, 



t- 



+ oo [Co(t" 2afc+1 + i _2Q! fc+2 + .. + £-2<* P )](m+l-fc) 



— afc + i etant la plus grande puissance intervenant au denominateur. Sachant que 
^([-Re]) < et compte tenu de (|3HJ) il existe Sq tel que Ton ait 

(cp - 4> k +i)(R £0 ) < -4>k + i(R £0 ) <(<p- 4>k+i)(Ro)- (46) 

D'autre part, l'inegalite (J3DJ), jointe aux definitions de R±, if>k+i, ^2 et i> — inf(^i, ^2) 
donne : 

(p - &+i)(£i) = {<p- fa)(Ri) < {<p - ip){Rx) < 0. (47) 

La courbe 

[e ,l]3t^([l,t,t a \..,t a \Cot ak+1 ,..,Cot a %[l,t,t a \..,t^]), 

passe par i? £o en t = e puis par R en t = x\ et enfin par Ri en £ = 1, ce qui, en 
vertu de ()46|). (|35Jl et (J4TJ) prouve l'existence d'un maximum local pour la fonction 
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(p — ipk+i) sur la courbe precitee. Ceci contredit, a l'instar du cas precedent, 
l'hypothese d'admissibilite de la fonction p. 

Cas B : yQ = ... = yl = 0. On peut alors se placer dans la carte de X decrite 
par les points 

(rj> ••, Zk] z k+l, ■■, z m], [6o> •■>£*;]) £ PmC x P fc C 

tels que z k+1 ^ et £ 7^ 0, de sorte que le point i? °u V 9 atteint son maximum 
egal a zero puisse s'ecrire sous la forme 

R = ([0,0,..,0;l,x k+2 ,..,x J,[l,u 1 ,..,u k \). 

On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de p, que 1 > x° k+2 > .. > x^ 
et 1 > u\ > .. > u k . On montrera une version equivalente du lemme |Hl a savoir 
que 

{ip - ^)([C [fc+1] ; l lm ~% [l [k+1] ]) > (48) 

pour tout ( > 0. 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un point 

R k+ i = ([Ci k+1 \i lm -%[i lk+1] ]) 

de X tel que Ton ait Co > et 

(<p-$){R k+1 )<0. (49) 

On considere alors la fonction auxiliaire ip k +i introduite plus haut. Sachant que 
if < 0, on a 

(<p - ^ k+ iW k+1 \ 1, 0, ..,0], [1, 0W]) = ^([O^; 1, 0, ..,0], [1, 0W]) < 0. (50) 

D'autre part, sachant que p(Ro) = et ip k +i < 0, on a 

(p - i> k+ i)(Ro) = -4> k+ i(Ro) > 0. (51) 

Cette inegalite est stricte des que 

i?o^([0 [fc+1] ;l,0,..,0],[l,0[ fc l]). 

Si i?o = ([0t fe+1 l; 1, 0, .., 0], [1, 0' fe !]), quitte a se placer en un point arbitrairement 
voisin de Ro, on peut supposer la derniere inegalite stricte. En effet, si dans un 
voisinage de Rq, on avait tp — ip k +i < 0, alors <p — ip k +i admettrait un maximum 
local en R , ce qui contredirait l'admissibilite de p en R . A l'instar du cas A, il 
existe done un point 

-^0 = ([ C 0> •■) c k] 1) Cfe+2, ••, C m ], [C , .., C k \) 

verifiant 

(p - ^ k+1 )(R' ) > 0. (52) 
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Par continuite et G-invariance de ip, on peut supposer ( > Co > ... > Ck > et 
1 > Cfc + 2 > ••• > c m > 0. D'autre part, l'inegalite (|35j) jointe aux definitions de 
Rk+i, i>k+i, 4>2 et ip = inf(^i,^ 2 ) implique 

((p - # k+1 )(R k+1 ) = {(p- i> 2 )(R k +i) <((p- 4>){Rk+i) < 0. (53) 

La courbe de X : 

ln ( c o/Cp) ln ( e fc/Co) 

[0, 1] 3 t -> ([Co* lnCfc+2 , ..,Co* lnCfc+2 ; l,t,t( lnCfc +3)/( lnc fe+2), ..^(lnc m )/(lnc fc+2 )j ) 

ln(c 1 /e ) ln(c fc /c ) 

[l,£ lnC k + 2 , ..,£ » nC fc+2 ]) 

passe par ([0[ fc+1 l, 1,0, ..,0], [1,0^]) en t = puis par i? en t = Cfc +2 et enfin par 
le point Rk+i en t — 1, valeurs en lesquelles, d'apres (J5UJ) . (J52J) et ()53|). (y? — V'fe+i) 
est respectivement negative, positive puis negative. L'invariance de cette fonction 
par Taction des exp(z#), permet done de deduire que (ip — ip ) atteint un maximum 
sur la courbe holomorphe, deduite de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit 
l'admissibilite de <p, d'ou (jlHjl et le lemmelHl 

2.4 Preuve du corollaire [21 

Soit ip G C°°(X) une fonction ^-admissible et G-invariante, dont le sup sur X 
est nul. D'apres le theoremeEl on a <p > ip et par suite, pour tout a > 0, 



exp(— a<p)dv < I exp(—aip)dv. 
x Jx 

Cherchons les valeurs de a pour lesquelles cette derniere integrate converge. Pour 
ce faire, on estimera j x exp(—aipi)dv et J*„exp(— otijjzjdv dans la carte dense cor- 
respondant a la parametrisation 

([1,^1, .., z m ], [1, Zi, ..,Zk))- 

Dans cette carte, l'element de volume est donne par (c.f. |6J) : 

dv = det((gxp))dzi A dz\ A ... A dz m A dz m , 

ou 

(m + 1 - k) m ~ k 



det((5A P )) ( i) m (1+ j zi |2 + ^ + j Zk |2)fc(1+ j zi |2 + ___ + j ^ |2)m+1 

x[k(l+ | «i | 2 +...+ | z m | 2 ) + (m-fc + l)(l+ | z 1 | 2 +...+ | z k | 2 )f. 

En utilisant le fait que ipi et ip 2 n e dependent que des | z p |, le changement de 
variables u p =\ z v | 2 donne : 



/ exp(— a^xjdv = Cst ^] C\ x 
Jx 



i=0 
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30 (u 1 ...u k )- Q ( m+1 M k+1 '>du 1 ...du m 

jo (i + mi + ... + u m )( i - a )( m+i - fe )+ i (i + u 1 + .. + u k y i - a ) k - 

ho ° r +co (u 1 ...Uk)- a( - m+1)/{h+1) dui...du k 

„ "io (1 + «i + ... + w m )( 1 - Q )( OT + 1 )-( m - fe ) ' 

qui converge, independemment de i pour a < (A; + l)/(m + 1). D'autre part, 



/ exp(—atp 2 )dv = Cst Y^ C\ x 



30 (M 1 ...M fc )- Qfc /( fc+1 )(M fc+ i...M m )- a ( m+1 " fc )/( m - fc )t/M 1 ...rfM m 
JO (1 + Ml + ... + M m )( 1 - a )( m+1 - fc )+ i (l + Ml.. + Mfc)^-")*-* ' 

Pour cette derniere integrate, la convergence en zero exige la condition 

. rr k m — k ., 

a < mil- -, : -}. 

l k+ Vm-k + V 

En l'infini, un changement spherique de coordonnees ramene l'etude a la conver- 
gence de 



dr= r - a k 2 /(k+i) r ak-2 dr 



+oo —ak 2 /(k+l) r —a(m+l—k) r m—l 

^n r {l-a)(m+l-k)+i r (l-a)k-i 
a>0 ' ' J a>0 

intgrale convergente pour a < ^-. Cette derniere condition etant toujours verifiee, 
le corollaire El est alors etabli. 

2.5 Preuve du theoreme OH 

Comme pour l'espace X, l'invariance par le groupe G, des fonctions <p([zo, .., Zk, Zk+i, •-, z m ], [Co, ••, Cfc], 
(ou (z Q ,..,z k ) et (Co, -;Ck) ahisi que (z k +i,..,z m ) et (Cfc+i,-,Cm) sont colineaires) , 
nous permettra de les considerer, dans le lemme 01 comme des fonctions 

ip([l,xi,...,x m ], [l,x 1 ,...,x k ], [x k+ i,...,x m ]) 

des variables reelles Xi =\ Zi |> 0, i G {l,..,m}, puis, dans le lemme ITU1 comme des 
fonctions 

(fi([Xo, -.., Xk, 1, X fc +2, -., X m ], [x , —,Xk], [1, X k+2 , ..., X m ]) 

des variables reelles X{ =\ z% |> 0. 

Lemme 9 Etant donnee une fonction ip G C°°(Y), g- admissible, G-invariante. Si 

Xi = | Zi | > pour tout i : 

(ip - ip){[l, Xi, .., x m ], [1, Xi, .., x fc ], [x k +i, -,x m ]) 

>(<p- Mh xi, ..,**; C [m " fc] ], [1, si, -, xj, [1^]), (54) 

nC [m - fc] = (C,-,C)eC m - fc eK=(x w ...%) 1/M) . 
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Preuve. A l'instar du lemme nous procederons par recurrence. Supposons que 
pour k + l<p<met pour tout (xi, .., x m ) G M. m avec Xi > on ait 

(ip-ip)([l,xi,..,x m ], [l,Xi,..,x fc ], [x k +i,-,x m ]) > 

(p - 4))({l,x 1 , ..,x k ; (x k+1 ...x p )^ , .., (x k+1 ...x p )^ ,x p+1 , ..x m ], 

{l,x 1 , ..,x k },{(x k+1 ...x p )~^ , .., (x k+1 ...x p )^ ,x p+1 , ..x m ]). (55) 

Cette propriete est claire pour p — k + 1. Si l'inegalite (J55J) n'etait pas satisfaite 
au rang p+1, il existerait alors un point (x^, .., xJJJ G M m avec x° > pour tout i, 
tel que 

(^-^)([l,x?,..,^],[l,x?,..,x fc ],[^ +1 ,..,x^])< 
(^-^)([l,Xi,.vx2;(xg + i...x^i)^^,..,(xg + i...x^ 1 )^K,xJ 4 . 2 ,..,x^], 
[l,x?,..,x°],[(x° +1 ...x; +1 )^^,..,(x° +1 ...x; +1 )^^,xj +2 ,..,x^]). (56) 

En utilisant la continuity de {tp — ip), on peut supposer, quitte a en modifier 
legerement les coordonnees, que le point 

{[l, x 1; .., x m \, [i, x 1; .., x k \, [x k+ i, .., x m \) 

de l'inegalite (JHHj), verifie 

( r _0n1/(*+1) / ( T \l/(m-fc) 

En utilisant la G-invariance de yj, on peut supposer que x° k+l < ... < x° m . D'autre 
part, en tenant encore compte de la G invar iance de ip et de l'hypothese de 
recurrence (|55|l en les points 

Ch ^0 t-0 „0 l 

U 1 ) ,(, l) "J ^ki Jy fe+l5 -^^+25 ■■■> -^pi -^p+1) Jj p+2i ■■■> ^mli 

[1 ~0 01 r ]\ 

|x, x 1; .., x fc j, L-^fc+1) -^fc+2' ••' A p' X J>+1> A p+2' ••' x mJ/ 

et 

U- 1 -; *1; ••) ^fci ^fc+2' A fc+3' "> A p' A p+1' A fc+1' J 'p+25 ") ^mJ' 

[1 ~0 01 r Otn 

[±, A l5 .., A fc j, L A fc+25 x fc+3' ■■■> •L'pi x p+l) ^fc+l) • x 'p+25 ••> U/ mJ/'> 

de F, on peut ecrire 

(^-^)([l,x?,..,x^],[l,x;,..,x°],[x° +1 ,..,x^])> 
(^-Vi)([l,x?,..,x^(x^ +1 ...x°)^,..,(x^ +1 ...x°)^,xJ +1 ,x° +2 ,..,x^], 
[l,x;,..,x fc ],[(x° fe+1 ...xj)^,..,(x° +1 ...x°)^,x° +1 ,x° +2 ,..,x^]) (57) 
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et 



[if ip){[L, x 1 , .., x k ; x k+2 , ■-, x p+1 , x k+1 , x p+2 , ■-, x m \, [1, x 1; .., x k \, 

[™0 ~0 1\ > 

r'fc+2' ••' ^p+l' ^fc+l' ^p+25 ••' ^mlJ — 

(^-^)([l,Xi,..,Xfc;(x2 + 2»a;^i)'^,..,(xg +2 ..^ 1 )?^,xg +1 ,a;J 4 . 2 ,..,x^], 
[1, aj 1; .., x k \ } [{x k+2 --x p+1 )p- k , .., [x k+2 --x p+1 )p- k , x fc+1 , x p+2 , .., x m \). {&£ 



Considerons maintenant la courbe C d'equation 

J k+l--- Jj p+l 



+P- k rr. — J* ~$ 



dans le plan reel 

\[i-, Xi, . ., X k , t, .., t, X, X p+ 2j ••) ^mj; [-*-) *^1) "J ^fcj) r> -.,1, X, £ p _|_ 2 , ••, X m J j- 

parametre par les variables £ et x. Les points 

"1 = (_[!, x 1; .., x fc ; ( i x fc+1 ...x p Jp- fc , .., ( i x fe+1 ...x ;p Jp- fc , x p+1 , x p+2 , ••, x m \, 
[1, x 1; .., x fc J, [(x fc+1 ...a;pj p - fc , .., (x fc+1 ...a;pj p - fc , x p+ i, x p+2 -, ••, ^ m JJ 

et 

[1, x l5 .., x fc J, [(x fc+2 ...a; p+1 jp- fe , .., (x fc+2 ...x p+1 jp- fc , x k+1 , x p+2 , .., £ m JJ 

appartiennent a la courbe C Notons que les reels x® pour k-\-l<i<p + lne 
sont pas tous egaux, sinon (J^Bj) deviendrait une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi x° +1 < ... < x p+1 , les points distincts P\ et P 2 
se trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale t = x du plan precedent. 
Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 

[l,x?,..,^]J(x^ +1 ...^ +1 )5+^,..,(x^ +1 ...xJ +1 )^^,x° +2 ,..,^]) 

qui intervient dans l'inegalite (|55Jl . D'autre part, en utilisant les relations (|5Sj). 
l|57 |) et ((58 )1 on obtient : 

(p-^)(P 3 ) > (¥>-^)(A) et (^-^)(A) > (y?-V0(A), 

ce qui prouve que la fonction (if — ip) admet un maximum local sur la courbe 
C . En consequence, la restriction de la fonction G-invariante (ip — ip) a la courbe 
holomorphe (toujours notee C) d'equation ^ p ~ k z = xl +1 ...x p+1 du plan complexe 
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{([l,x°, ..,x k ;^, • -,£, z i x p+2i ■■i x m\j [l; x i) -j^fc])} atteint un maximum local en un 
point P = C((). Posons 

c(c) = ([i, c\(), .., c m (()}, [1, c\(), .., c*(c)], [c fc+1 (0, .., c m (()]), 

C x (t) = =^ it) *0>(t) = &(£). 

Sachant que Ton a choisi le point ([l,x°, ■■,%m]i [1, ^?, ••>#&]> [#&+].> -j^ml) de sor te 
que 

(~0 0\l/(fc+l) / / \l/(m-k) 

l'equation de la courbe C et les definitions de ipi et ip 2 montrent qu'en tout point 
deC 

rliil) X H ■■: X k'i S) ") S) ^) ^p+2? ••) X mJ' [l) ^lJ ••> X k\) T 

^ 2 ([l,x?,..,x° fc ;e,..,e^,^ +2 ,-,^],[l,a;?,..,x0]). (59) 

On peut alors supposer que ip = ipi dans un voisinage de P, la preuve etant 
identique si Ton suppose ip = ip2 dans ce voisinage. On a done : 

J^ - &)<c<0)} = ^^(0)^(0^(0 

est negatif ou nul. Comme — dz ^1 = gAp, ceci exprime que la forme hermitienne 
de matrice: 

(n | g V n - r g%^jiK 

^ A " + dz x dz/ X ^ [ dzxdz^ JA ' M 

est negative en? = C((). On en deduit une contradiction avec la g-admissibilite 
de (p en P. D'ou l'inegalite ()55|) au rang p + 1 et, par consequent, le lemmelHl 

Lemme 10 Etant donnee une fonction tp G C°°(Y), g- admissible, G-invariante. 
Si Xi =| Zi |> poitr towi i ; on a: 

(ip - $)([x ,Xi, ..,x k ;l,x k+2 , -,x m ], [x ,xi,..,x k ], [l,x k+2 ,..,x m ]) > 

(cp - i>)([r}, r], .., 77; 1, Xfc+2, .., x m ), [l [fc+1] ], [1, X fc +2, -, x m ]), (60) 

OU T] = (xQXi...X k ) l ^ k+l ' > ■ 

Preuve. Comme dans le lemme 01 la preuve s'effectue par recurrence. Supposons 
que pour < p < k et pour tout (xo, ■■, x k ] x k+ 2, ■■, x m ) G M. m avec Xi > 0, on ait 

(ip- ip)([x , ..,x k ,l,x k+2 , ..,x m ], [x ,..,x k ], [l,x k+2 ,..,x m ]) > 

(<p-4))({(x ...x p )^,..,(x ...x p ) : ^,x p+1 ,..,x k ;l,x p+ 2,..,x rn \, 

[(Xo...Xp)^+ T ,..,(x ...Xp)H rT ,Xp + i,..,X fc ],[l,Xp + 2,..,X m ]). (61) 
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Cette hypothese est verifiee pour p = 0. Si Finegalite (JoTj) n'etait pas satisfaite au 
rang p + 1, il existerait un point (x[], .., x&; Xk+2, ■■, %%) £ K m avec x° > pour tout 
i, tel que : 

[if — ip){[x , .., x k ; 1, x k+2 i .., x m J, [x , .., x k \, [1, x fc+2 , .., x m \) < 

[ip — ip)[ [{x ..x p+1 ) p+ 2 , .., {x ..x p+1 )p+ 2 , x p+2 , ..., x k ; 1, x fc+2 , ..,x m J, 

[(x°..x° +1 )^,..,(x°..x; +1 )^,x° +2 ,...,x fe ],[l,x° fe+2 ,..,x^]). (62) 

Comme au lemme |H1 on peut supposer que le point 

(|x , .., x k ; 1, x fe+2 , .., x m J, |x , ••, x fc J, [1, x fc+2 , .., x m J) G Y 
verifie 

( r t 0n1/(*+1) / ( T \l/(m-k) 

l x 0" x *J 7^ l x fc+2-- x mJ ) 

et que xfj < ... < x p+1 . D 'autre part, en tenant compte de la G-invariance de ip et 
de l'hypothese de recurrence (JBTj) en les points 

(\~0 t-0 ^.0 O.i 1 r 01 H l\ 

U x 0' X U ••' x p> x p+l' ••) ^fc) x > x fc+2> ••) ^rob L x 0> x l> ••' x p> ^p+l' ••' x fcJ' L- 1 -' x fc+2! •■> x mJJ 

et 

(\~0 ^.0 0. i 1 r 01 H 1\ 

U A 1> ■•) x p+l! x 0' ••' x fc' ^' x fc+2> •■> x mh L x l> •■> x p+l> x 0> ••' x fcJ> L x ' x fc+2> •■> x mJJ' 

on a 

(</? — ^)(|x , .., x fc ; l,x fc+2 , .., x m \, [x , .., x fc J, [1, x k+2 , ..,x m \) > 

(^-^)([(x°..x;)iTT,..,(x°..x;)^T,x; +1 ,..,X°;l,X° +2 ,..,X^], 

[(x ..x p )p+ 1 , .., (x ..x p )p +1 ,x p+1 , .., x fc J, [l,x fc+2 , ..,x m j) (63) 



et 



(V 9 rj(Fl) ••) ^p+l) x 0> ••) X k'i 1j x fc+2' ••; x mJ) 
Fl> ••) x p+l> x 0? ••) x fcJ> [■*-) x fc+2> ••) x mjj — 

((^-^)([(x?..x; +1 )^t,..,(x°..xJ +1 )^,x°,x; +2 ,.,x°;1,x° +2 ,..,x^], 
[(x?..x° +1 )^,..,(x?..x; +1 )^,x°,x° +2 ,..,x°],[l,x° +2 ,..,x^]). (64) 



Considerons maintenant la courbe C d'equation 

JQ ...x p+1 



+P+ 1 r r — ™0 



du plan reel 

\{[t, .., t, x, x p+2 , ••, x k , 1, x fc+2 , .., x m J, [t, .., t, x, x p+2 , .., x k \, [i, x fc+2 , .., x m \) f 
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parametre par les variables t et x. Les points 

Ql — {[{ x 0-- x p) p+1 j ••) [ x 0-- X p) P+1 > x p+li X p+2i ••> ^jfc) 1) ^+2) ••> ^mj; 

rf T o T o\^i / o r o\^x o o oi M o o i\ 

Ll^O-^pJ ' ■■y\ x 0-- x p) i x p+H x p+2i ■■•i x k\i\. i -i x k+2i ■■i x m\) 



et 



°1 



*V2 = (,[(, a; l-- a:; p+lJ p+1 j •■■> \ X l-- X p+l) P+1 > ^0; X p+2> ••) X fc! 1) ^fc+25 ••) X 
[{X l ..X p+1 )P+ 1 , .., (X 1 ..X p+1 )p+ 1 ,X ,X p+2 , --jaJfcJ, [ L -, x k+2i ■■i X m\) 

appartiennent a la courbe C. 

D'autre part les reels x° pour < j < p + 1 ne sont pas tous egaux, sinon (jo^j) 

serait une egalite. 

Par suite, sachant que Ton a choisi Xq < ... < x p+1 , les points distincts Qi et Q2 se 

trouvent strictement de part et d'autre de la diagonale t = x du plan precedent. 

Or la courbe C coupe cette diagonale en le point 



V3 — {[{ x 0"' X p+l) p+2 ) ••' \ X 0--- X p+l) P+2 i X p+2i ■■} X k'i I' a 'fc+25 •■l X m\l 
[{X ...X p+1 JP+ 2 , .., {X ...X p+1 JP+ 2 , X p+2 , ■ ■,X k \, [1) X k+2i ■■i x m\) 

qui intervient dans l'inegalite (JS2j) - D'autre part, les relation (p%|). (|5S|l et (|53|) 
donnent 

(p - ^)(4) > fa - ^)(Qi) et fa - ^)(Q 3 ) > fa ~ ^)(&0, 

ce qui prouve que la fonction fa — if;) admet un maximum local sur la courbe C. 
Sachant que l'on a choisi le point 

(\~.° T - 1 T T I \-r T 1 [1 T ^.0 ]\ 

U-^0' "J x fci ± 5 x fc+2' ••) x mh L x 0' •■' x /cb L- 1 -' x A:+25 ••> x m.U 

de sorte que 



fJ ~0\l/(fc+l) / / \l/(m-fc) 

\ x 0-- x k) T \ x k+2-- x m) 



on conclut de la meme maniere qu'au lemme precedent en considerant la restriction 
de fa — ip) a une courbe holomorphe convenable. 

A l'instar du lemme les lemmes 19*1 et I1UI permettent d'etablir le 

Lemme 11 Etant donnee une fonction <p G C°°(Y), g- admissible, G-invariante, 
avec Xi =| Zi |> pour tout i, on a : 

fa - i>)([l,Xx,..,Xk;Xk+l,Xk+2,-,X m ], [l,Xx,..,X k ], [Xk+l,Xk+2,»,Xm]) 

> fa - ^)([l [fc+1] ; v [m -% [l [k+ % [l [m - k] ]), (65) 

{ w ■-.. \l/(m — k) 

ou v ~ { xl ...x k y/(^) ■ 
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Montrons maintenant le 

Lemme 12 Etant donnee une fonction y? G C°°(Y), g-admissible, G-invariante, 
VC > 0, on a : 

{if - V>)([l [fe+1] ; C [m ~% [l [k+ \ [l [m - fe1 ]) > 0, (66) 

Preuve. On raisonne sur la position du point R$ G P m C oil (p atteint son 
maximum. En vertu de la G-invariance de </?, on peut supposer qu'il s'ecrit sous la 
forme 

-^0 — ([2/0' ">2/fcJ Vk+li ••iVmb [Pqi ■■iPk\i [Qk+li ••■> Qm\)i 

ou les y®, p®, g® sont des reels positifs verifiant yg > y\ > .. > y%, y k+1 > Uk+2 — 
•• > y° m , P° > •• > P° k et gg +1 > .. > g° m et oil (p°, ..,p£) et (y°, ..,yg) sont parallels, 
ainsi que (^ +1 ,..,^) et (y° +1 , •-,!/„)• Trois cas se presentent : ou bien l'un des 
?/o, .., y° et l'un des y°, ..,y^ sont non nuls, ou bien tous les yg, ■■-iVk son ^ nms ) ou 
bien enfin tous les y°, ..,y^. Ces deux derniers casetant symetriques, ils se traitent 
de maniere similaire. 

Cas A : l'un des yg, .., y° et l'un des y£, .., y Q m sont non nuls. On se place alors dans 
la carte de Y decrite par les points 

([Zo, .., Zk, Zk+l, ••, Z m ], [£o, ",6c]; [£fc+b ■■■ l £m]) G P m C X PfeC X P m _fc_iC 

tels que zq ^ 0, £o 7^ 0. Ceci permet de reperer i? par 

ou les reels positifs x® verifient : 1 > x\ > .. > x\ et x\ +l > ... > x® m . Raisonnons 
par l'absurde, et supposons qu'il existe un point 

^ = (ii^-x l ; n - k] ],[i [k+1] ],ii lm - k] ]) 

tel que Ton ait Co > et 

(<p-j>)(R 1 )<0. (67) 

On envisage alors les deux sous-cas suivants : x® k+l < ( puis x® k+l > ( . 

• 4+i < Co - 
On introduit alors la fonction auxiliaire 

I „ |4| t |2fc| C \2(m-k-l) 

j _ , I z I I SO I I £fc+l I 

V0 — io g /i i 2 , _|_ I |2\2/| £ 12 _i_ i|C I2WI t 12 _i_ _|_|t I2W-&-1 ' 

U ^0 I +•••+ | Z m | J U SO I +•••+ | ?fc I J U Sfe+1 | +•••+ |U I j 

D'une part, puisque <p < 0, 
fa - A,)([l, OH], [1, W], [1, O^" 1 !]) = ^([1, OH], [1, M], [1, O^"*" 1 ]]) < 0. (68) 
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De plus, sachant que <p(Ro) = et f/'o < 0, on a 

(<p-$ o )(R o )>0. (69) 

Si R ^ ([l,OH] J [i ) oW] > [i > o[ m - fc - 1 ]]), ^o(^o) < et l'inegalite © est alors 
stricte. Si R = ([l,0 [m] |, [1,0^], [1, O^-^]), quitte a se placer en un point R 
arbitrairement voisin de Ro, on peut supposer (<p — ip Q )(R) > 0. En effet, si dans 
un voisinage de R on avait (<p — ipo) < 0, comme (ip — ipo)(Ro) = 0, (tp — ipo) 
admettrait alors un maximun local en R , ce qui mettrait en defaut l'admissibilite 
de if en ce point, sachant que 

dxp{y - ^o)(A)) = (gxjz + d X7 Tf)(Ro). 
Dans tous les cas, on peut done affirmer qu'il existe un point 

Ro = ([!) °i> ••' a m], [1, o-i, ■•, o,k], [ctfc+i, •■, a™]) 

verifiant 

(cp-iPo)(Ro)>0. (70) 

Par continuity et G-invariance de <p, on peut supposer 1 > ai > ... > a^ > et 

Co > a k+i > ■■■ > a m > 0. D'autre part, l'inegalite (jBTf) jointe aux definitions de 
Ri, ^0; i>i et ijj = inf^i,^) implique 

(if - ^o)(Ri) = (<p- &)(i2i) < fa - $)(Ri) < 0. (71) 

La courbe : 

[0,1] 3t^ ([l,t,t( lna2 )/( lnai ),..,t( lna fe)/( lnai );C t^ ,..,C t "-I ], 

[1 £ £(lna 2 )/(lnai) ^ ^.(lna fc )/(lnai)l M £ n^ __ £ ET^ 1~\ 

passe par ([1, 0' m l], [1, 0^], [1, o' m_fe_1 ]]) en t = puis par i? en t = a\ et enfin par 
le point R\ en t — 1, valeurs en lesquelles, d'apres (|HH|. (ff0|) et (|TT|) . fa — ^ ) est 
respectivement negative, positive puis a nouveau negative. L'invariance de cette 
fonction par Faction des exp(z#), permet done de deduire que fa — ipo) atteint un 
maximum sur la courbe holomorphe, complexifiee de la courbe decrite plus haut, 
ce qui contredit encore une fois l'admissibilite de <p. 



x 



fc+i ^ Co- 



Designons dans ce cas par p6 {1, .., m — k} l'entier pour lequel on a 

X k+1 > ••• > X k+p > Co e t Co > X k+p+l ^ ••• ^ X m> 

et considerons la fonction auxiliaire 
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I, |4| t |2fc| £ |2(m-fc-l) 

^fc+i = log ■ 



(i z 1 2 +-+ 1 ^ m i 2 ) 2 (i e 1 2 +...+ 1 & \ 2 n\ 6+i i 2 +-+ 1 u \ 2 ) m - k - v 

On a 

(<^-4+i)(A))>0. (72) 

La fonction (<p — i>k+i) etant continue, quitte a se placer en un point voisin de R , 
on peut supposer tous les x° non nuls. Posons alors: 

lnx° lnx° H4+i/Co) ln«/Co) 



«2 - ttto ' ••><**>- rr-Q ! «fc+i - — r—o — > ■■» « 



lnx" lnx" ' ' In a;" In a;" 

Sachant que Ton a 1 > x? > .. > x° k ; x° k+1 > .. > x° k+p > Co et Co > x° k+p+ i > •• > 
x Q m , on en deduit que a 2 ,..,a k > 0, a k+1 < ... < a p+k < et a p+k+u ..,a m > 0, 
d'ou, en notant 

R £ = ([l,e,e a \..,e^;C e a ^,..,Coe a -},[l,e,e a \..,e a %[e a ^,..,e a -}), 

on a 

C 4 ^ fc+1 



lim^ +1 (/y - lnn{ln [lH _ £2 + £2a2H ___ +£2QfcH _ Co2(£2Qfc+iH ___ + £2Qm)]2 

2-2(m— fe— l)otk+i 
X- 



£-2« fc+1 _j_ __ _|_ g-2a m W— k— 1 J 

^-2a fc+ i(m+l-fc) 

= In lim - — — -7 — -: ,. = In 1 = 0, 

j-^oo (+-2a k+1 _|_ £-2a fc+2 -)-.. + f-2a p ym+l-k) 

— a k+ \ etant la plus grande puissance intervenant au denominateur. Sachant que 
^([■Rs]) < et compte tenu de (|72|) il existe e tel que Ton ait 

(cp - i> k+1 )(R £0 ) < -ip k+1 (R £0 ) <(<p- ipk+i)(Ro)- (73) 

D'autre part, l'inegalite (|57jl . iointe aux definitions de Ri, ip k+ \, ip 2 et ip = inf (-01, ip 2 ) 
donne : 

(<p - 4> k+ i){Ri) = (<p - ^ 2 )(i?i) < (p - 0)(i?i) < 0. (74) 

La courbe 

[£o,l]^t^([l,t,t a ^..,t a ^Cot Qfe+l ,..,Cot am ],[l,t,t Q ^..,t a '=],r'=+^..,t a -]), 

passe par R £o en t = e puis par i? en t = x® et enfin par R\ en t — 1, ce qui, en 
vertu de (|73j) . (fT2~J) et (|74*jl prouve l'existence d'un maximum local pour la fonction 
(y? — i>k+i) sur la courbe precitee. Ceci contredit, a l'instar du cas precedent, 
l'hypothese d'admissibilite de la fonction (p. 
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Cas B : y® = ... = y\ = 0. On peut alors se placer dans la carte de Y decrite 
par les points 

([Zo,..,Z k ;Z k +l,..,Z m ], [£o, -,6]? [6+1; -^m]) £ PmC X P fc C X P m _ fe _iC 

tels que z^+i ^ et £ ^ 0, de sorte que le point i?o ou f atteint son maximum 
egal a zero puisse s'ecrire sous la forme 

Rq — ([0,0, ..,0; l,x k+2 , :,x m ], [l,u ± , ..,u k \, [l,x k+2 , ■■,x m \). 

On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de <f, que 1 > x° k+2 > .. > x^ m 
et 1 > u\ > .. > u k . On montrera une version equivalente du lemme IT^l a savoir 
que 

(<p - ^)([C [fc+1] ; i [m ~% [l [k+ % [i^ m -% > o (75) 

pour tout ( > 0. 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un point 

R k+1 = ([C [ o +1] ;i [m -%[i [k+ %[i [m - k] ]) 

de Y tel que Ton ait £ > et 

(<p-iP)(R k+1 )<0. (76) 

On considere alors la fonction auxiliaire ipk+i- Sachant que if < 0, on a 

(<p - ^ + i)([0 [fc+1] ; 1, 0, .., 0], [1, 0W], [1, O^-*- 1 !]) = 

^([0 [fc+1] ; 1, 0, .., 0], [1, [fc] ], [1, [m - fc - 1] ]) < 0. (77) 

D'autre part, sachant que <p(Ro) = et tpk+i < 0, on a 

{if - 4+i)0Ro) = -k+i(Ro) > 0, (78) 

inegalite stricte des que 

A ^([0t* +1 I;l,0,..,0],[l,0W],[l,0t"*-*- 1 ]]). 

Si R Q = ([0[ fc+1 l; 1, 0, .., 0], [1, 0^], [1, 0^ m - k -%, quitte a se placer en un point arbi- 
trairement voisin de R , on peut supposer la derniere inegalite stricte. En effet, 
si dans un voisinage de R , on avait <f — tpk+i < 0, alors if — tpk+i admettrait un 
maximum local en Ro, ce qui contredirait 1' admissibility de f en Rq. A l'instar du 
cas A, il existe done un point 

-^0 = U C 0' ••> c k\ 1) Cfc+2 5 ••; C m J, [Cq, .., CfcJ, [1, Cfc + 2, ■-, C m \) 

verifiant 

(<f-i> k+1 )(R' o )>0. (79) 
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Par continuite et G-invariance de ip, on peut supposer £b > Co > ... > c& > et 
1 > Cfc + 2 > ••• > c m > 0. D'autre part, l'inegalite (|75|) jointe aux definitions de 
Rk+i, fa+i, 4>2 et ip = inf(^i,^ 2 ) implique 

(<p - 4> k+ i){R k+l ) = (cp- $ 2 )(Rk+i) <(<P- 4>){Rk+i) < 0. (80) 

La courbe de Y : 

ln(cp/Co) ln ( c fe/Cp) 

[0,1] 3t^ ([Cot lnc fc+2 ,..,(ot lnCfc + 2 ;l,t,t( lnc fe+3)/( lnc fe+2),..,t( lnc ™)/( lnc fe+2)], 

lnfcj/cQ) ln(c fe /cQ) 

[1 £ toc fc+2 £ lnc fc+2 1 [1 £ £(lncfc +3 )/(lncfc +2 ) £(lnc m )/(lncfc +2 )n 

passe par ([0' fc+1 l, 1,0, ..,0], [1,0^]) en t = puis par R en t = c k +2 et enfin par 
le point Rk+i en t — 1, valeurs en lesquelles, d'apres (J77J) . (J75J) et (J5UJ) . (y? — V'fc+i) 
est respectivement negative, positive puis negative. L'invariance de cette fonction 
par Taction des exp(z#), permet done de deduire que (ip — ipo) atteint un maximum 
sur la courbe holomorphe, deduite de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit 
l'admissibilite de <p, d'ou (|75|). 

Cas C : Les t/q, ..,y k sont tous nuls. On peut alors se placer dans la carte de 
Y decrite par les points 

([^Cb ••> z k\ Zk+1, ■■, Z m ], [£o, ••>£*;]> [^fc+1) ■■■>£m\) £ PmC X P fc C X P, m _ fe _ 1 C 

tels que z ^ et (, k +i 7^ 0, de sorte que le point R ou ip atteint son maximum 
egal a zero puisse s'ecrire sous la forme 

Rq = ([1; x li ••) x k'i 0' O' -5 0J, [1, X l5 .., X k \, [1, Mfc +2 , ■■, U m \). 

On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de <p, que 1 > x\ > .. > x° k et 
l>ug +2 >..><. 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un point que l'on notera 
encore 

4 + i = ([i [fc+11 ;Co m ^],[i [fc+11 ],[i [m - fc1 ]) 

de Y tel que Ton ait Co > et 

(<p-$){R k+1 )<0. (81) 

On considere alors la fonction auxiliaire ip definie plus haut. Sachant que ip < 0, 
on a 

{ip - A)([l, 0, .., 0; 0^ m -% [1, 0% [1, O^- 1 ]]) = 

p([l, [fc] ; lm ~% [1, [fc] ], [1, [m - fc - 1] ]) < 0. (82) 

D'autre part, sachant que <p(Ro) = et ipk+i < 0, on a 

(<p-i> )(R ) = -$ k+1 (R )>0, (83) 
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inegalite stricte des que 

R ^ ([1, [k] ; [m ~% [1, [fe] ], [1, [m -^ 1] ]). 

Si ([1, 0' fc '; 0' m ~^], [1, 0^1], [1, o' m_fc_1 ]]), quitte a se placer en un point arbitrairement 
voisin de R , on peut supposer la derniere inegalite stricte. En effet, si dans un 
voisinage de R , on avait ip> — ipk+i < 0, alors ip — ipk+i admettrait un maximum 
local en R , ce qui contredirait l'admissibilite de (p en R . II existe done un point 

-*A) = (.1.1) C l> ■•) C k] C fc+1) ••; c m\i [1; c \i ■■■, c k\i [ c fc+l; ••> c m\ ) 

verifiant 

fa -&)(£[,) >0. (84) 

Par continuity et G-invariance de <p, on peut supposer ( > c*;+i > ... > c m > et 
1 > ci > ... > Cfc > 0. D'autre part, l'inegalite ()5T)) jointe aux definitions de Rk+i, 
ipo, ipi et ip = inffai,^) implique 

fa - ^){R k+1 ) = fa - ^i){Rk+i) < fa - 4>){R k+ i) < 0. (85) 

La courbe de Y : 

ln(c fc+1 /C ) ln(e m /C ) 

[0, 1] 3 t -»• ([l,t,t( lnC2 )/( lnci ),..,t( lnCfc )/( lnci );Co^ lnci ,..,Co* lnci ], 

[1, t, t( lnc 2)/( lnc l), .., t (lnc fc )/(lnc 1 )] j ^ t lnci ^ ^ taci ]) 

passe par ([1, 0, .., 0], [1, 0^], [1, O^" 1- ^]) en £ = puis par .R en £ = ci et enfin par 
le point Rk+i en t = 1, valeurs en lesquelles, d'apres ((52)). ((HI)) et ((53)) . fa — V'fc+i) 
est respectivement negative, positive puis negative. L'invariance de cette fonction 
par Taction des exp(z#), permet done de deduire que fa — ^o) atteint un maximum 
sur la courbe holomorphe, deduite de la courbe decrite plus haut, ce qui contredit 
l'admissibilite de tp, d'ou et le lemme IT21 

2.6 Preuve du corollaire [3J. 

Soit (p e C°°(Y) une fonction ^-admissible et G-invariante, dont le sup sur Y 
est nul. D'apres le theoremeEl on a tp > ip et par suite, pour tout a > 0, 



exp(— acp)dv < / exp(— aijj)dv. 



Afin d'obtenir les valeurs de a pour lesquelles cette derniere integrate converge, on 
estimera J Y exp(—aipi)dv et f Y exp(— aijj^dv dans la carte dense correspondant a 
la parametrisation 

([1, Z\, .., Z m ], [1, Zi, .., Zfc], [Zfc+l, ••) 2 m j). 
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Dans cette carte, l'element de volume est donne par (c.f. -6]) : 
dv = det((gxp))dzi A dz\ A ... A dz m A dz m , 
ou 

detu^jj - z { i) (1+ ! ^ |2 + ^ + ! ^ |2)fc(| ^ |2 + ___ + ! ^ ?)m _ k _ x 

[(m-k- !)(!+ | *i | 2 +•■■+ | gfc | 2 ) + (m - fc + 1)(| z fc+i | 2 +...+ | z m |2)]m-fc-i 

(1+ | ^i | 2 +...+ | ^ m | 2 ) m+1 

Si Up =| z p | 2 , en zero et en l'infini on a l'equivalence : 

Cst(> 0) 



<it> 



1 + Ml + .. + Ufc) fc (Ufc+i + .. + W m ) m - fc - 1 (l + Ml + •• + «m) 2 

La convergence de J y exp(— aipijdv est done equivalente a celle de 

hoo ,+oo ( Wl ... Wfc )-a(*+2)/(fc+l)( Wfc+i _ jjtim )-a(m-*-l)/(m-fc) 

"Jo (1 + Mi + ... + W™) 2 ^-")^ + Mi + .. + Ufc) (1 ~ a)fc 

du\...du m 

x K+i + .. + « m ) (1 " tt)M " 1) ' 

qui converge en zero pour a < (A; + l)/(/e + 2). En 1'infini en effectuant en change- 
ment de coordonnees spheriques on ramene l'etude a celle de 

-+oo — ak(k+2)/(k+l) r — a(m— 1— k) r m— 1 

' -dr, (87) 



6) 



r 2(l-o) r fc(l-o:) r (l-a)(m-fc-l) 



qui converge pour a < (k+l)/(k+2). De meme, la convergence de f Y exp(—aip2)dv 
est equivalente a celle de 

lx /-+ 00 ( Ul ...u k )- ak /( k+1 \u k+1 ...u m )- a ( m - k+1 V( m -V 



(1 + Ul + ... + W m ) 2 ( 1 -")(1 + Mi + .. + U fc ) (1 ~ a) * 



du\...du r 



qui converge en zero pour a < 1/2. En l'infini, cela revient a etudier la convergence 
de 

r+oo 
/ r -ak 2 /(k+l) r -a(m-k+l) r -(l-a)(m+l) r m-l^ r /gg\ 

Ja>0 

qui converge pour a < (k + l)/k, condition toujours verifiee, d'ou le corollaire EJ 
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